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An analysis of the potential energy has shown that a cubic lattice cannot be mechanically stable unless 
the lattice parameter a remains inside relatively narrow limits. The stability field so defined depends on 
the kind of lattice, face-centred, body-centred or simple cubic, the interatomic potential being the same. 
In the case of the face-centred cubic lattice, which is the real lattice of krypton, a computation of the free 
energy F(T,a), made at the quasiharmonic approximation shows that at T=0°K F(O,a) reaches a 
minimum at a value a(0) of the lattice parameter, and a(0) is inside the field of mechanical stability. 
But for body-centred and simple cubic lattices, no field of mechanical stability has been found. As the 
temperature increases, the equilibrium value a(T) of the face-centred lattice increases too and the shape 
of the curve F(T,a) changes as function of a. The thermodynamical equilibrium which is stable at low 
temperatures becomes metastable and disappears from the field of mechanical stability. 

L i m i t e  de  s t a b i l i t 6  m 6 c a n i q u e  

L'6tude des vibrations d 'un syst~me m6canique, en 
particulier d 'un cristal, au voisinage d'une configura- 
tion d'6quilibre n'a de sens que si l'6quilibre est stable. 
La condition de stabilit6 est que l'6nergie potentielle est 
minimum pour la configuration d'6quilibre. 

Pour 6tudier les extremums de l'6nergie potentielle 
q~, fonction des positions rl, • • • ,rN des atomes, il faut la 
d6velopper jusqu'au deuxi~me ordre au voisinage d'une 
configuration donn6e R I , . . . , R u .  

cp(rl,...,rN) = cp(R1...,R~) + ~ cp~(R~,...,Ru)6X,,, 

+½ ~ r&, j0(Rx, . . . ,RN)6XJXj~.  
ix jfl 

~0~, et ~0i~j~ sont les d6riv6es partielles d 'ordre un et 
deux de ~o et 6X~ les composantes du vecteur r , - R ~  
( i=  1 , . . . , N ;  ~=  1,2,3).  

Les conditions pour que R~ , . . . ,  RN soit un minimum 
s'6crivent" 

~. qgi~(at,...,RN)6X~=O (1) 

~0~,jB(RI,...,RN)OX,,JXj~>O (2) 
i~ JB 

quels que soient les JX~,. 
La premiere condition est v6rifi6e d~s que les 

R , . . . , R N  admettent des propri6t6s de sym6trie, en 
particulier lorsque les R~ sont les sites d 'un r6seau 
cristallin. 

La deuxiSme condition est plus d61icate/~ v6rifier. I1 
faut trouver un changement de variables qui permette 
d'6crire la sommation sous forme d'une somme de 
carr6s: 

Z BkQ~. 
k 

La condition est alors que tousles Bk soient positifs" 
Un changement de variables, qui conduit au r6sultat 

cherch6, peut ~tre obtenu par application de la th6orie 
des groupes. La m6thode a 6t6 expos6e par ailleurs 
(Soulard, 1971). Les r6sultats pr6sent6s ici sont une 
application directe au cas particulier trait6 de formules 
6tablies dans le cas g6n6ral. 

Le probl6me b. r6soudre peut s'envisager comme la 
diagonalisation ou le calcul des valeurs propres d'une 
matrice dont les 616ments sont les q~i,j~ et qui est d 'ordre 
3N si Nes t  le nombre d'atomes dans le cristal. Le chan- 
gement de variables sugg6r6 par la th6orie des groupes 
ram6ne au calcul des valeurs propres de N matrices 
3 × 3, lorsqu'on a u n  seul atome par maille 616men- 
taire. Ce dernier probl~me ne pr6sente aucune diffi- 
cult6 et permet d'obtenir les coefficients Bk SOUS forme 
analytique. 

Dans le cas d 'un r6seau cubique, les coefficients sont 
fonctions de deux variable~: 

- a, ar~te de la maille ciabique, variable qui suffit 5- 
pr6ciser la configuration RI . . . .  ,RN, une fois choisi le 
type de r6seau (F, P, I). 

- k, vecteur de l'espace r6ciproque qui est introduit 
par le canal des repr6sentations irr6ductibles du groupe 
de sym6trie. 

La trace de chacune des matrices 3 x 3, 6gale 5. la 
somme des valeurs propres, se pr6sente comme une 
somme de termes du type: 

W(a)P(k. x) 

off W(a) est une fonction de a seulement qui ne d6pend 
que du potentiel, z un vecteur du r6seau et P ( k .  z) une 
fonction toujours positive ou nulle du type 
1 - c o s  (k .  "0. Le signe de la trace est donc enti~rement 
d6fini par W(a). Lorsqu'il est n6gatif, on a n6cessaire- 
ment des valeurs propres n6gatives. 

Si le potentiel est une somme d'interactions par 

A C 3 0 A  - i 
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paires ne ddpendant  que de la distance: V(r), W(a) est 
une combinaison lin6aire de ( l / r ) ( d V / d r )  et dZV]dr 2, 
calculds pour  r proport ionnel  b. a. Pour  le potentiel 
V(r) utilis6 ici et pour  tous les potentiels analogues, 
tous les W(a) deviennent ndgatifs lorsque a e s t  assez 
grand. I1 e n e s t  de m~me de la trace. 

D6s qu 'un  des coefficients Bk(a) devient ndgatif, la 
configuration R ~ , . . . ,  RN cesse d 'etre  un minimum, tout  
en restant  un extremum et n 'est  donc plus un dquilibre 
stable. 

C a l c u l  n u m 6 r i q u e  

La donnde de base est le potentiel d ' interact ion de deux 
atomes de krypton.  On a pris (Grindlay & Howard ,  
1965): 

V(r ) = 4e[(tr/r )lZ - (air)6] 
e = 2 , 2 9 .  10- iaerg ,  

a =  3 , 6 8 / k .  

V(r) atteint sa valeur min imum pour  r = R1 

R i = (2)1/6o" = 4,125 A 

V(R~)/k= - 166,6 ° K .  

La  distance entre plus proches voisins sera exprim6e 
en fract ion de R~ sous la forme XR~, l 'ar~te de la maille 
cubique valant  respectivement:  

a = X R l l / 2  F 

a=XR12]]/3 I 

a= XR1 P . 

On a tenu compte des interactions d 'un  a tome et de 
ses voisins j u squ ' au  quatri~me ordre inclus. I1 est b. 
noter  que le nombre  de voisins dont  on peut  tenir 
compte  n 'est  pas limit& 

Le nombre  total  d 'a tomes  est de 1140, ce qui revient 
b. calculer les 3420 frdquences de vibration assocides ~t 
1140 vecteurs de l 'espace rdciproque. Ces vecteurs k 

sont tous choisis en position g6ndrale et rdpartis de 
fagon homog~ne dans 1/48e de la premiere zone de 
Brillouin. Ce nombre  d 'a tomes,  assez petit, a pa ru  
suffisant pour  un p rog ramme d'essai. Le temps de 
calcul est ~t peu pr@s proport ionnel  au nombre  d 'a tomes.  

Les rdsultats sont r6sumds dans le Tableau 1. Pour  
chaque rdseau, on a indiqud: 

n ÷ et n - ,  nombres  de coefficients Bk respectivement 
positifs et ndgatifs. 
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Fig. 1. Distribution des fr6quences g(eg, a), krypton r6seau F. 
Pointill6 - a=0,980 Rxl/2; tirets - a=  1,060 Rd/2; trait plein 
- a = 1,090 Rd/2. 

Tableau 1. n +, nombre de coefficients Bk positifs, n - ,  nombre de coefficients B k n@gatifs et F+/k,  contribution 
l'@nergie libre gt 0°K des Bk positifs, exprim$e en °K par atome, pour chaque rdseau ~tudid et en fonction de la 

distance entre premiers voisins 

La distance entre premiers voisins est XRx, Rt distance pour laquelle le potentiel interatomique est minimum. Pour rendre la 
comparaison entre les rdseaux plus facile, on a 6crit: X=Xo+ AX et donnd seulement AX. 
Xo est la valeur de X eu F÷/k atteint sa valeur minimum 

Xo=0,980 F 
Xo=0,965 1 
2"o=0,965 P 

,,,IX 
- 0"05 
-0,04 
-0,02 

0.00 
0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 

n + 

3420 
3420 
3420 
3420 
3420 
3420 
3420 
3420 
3420 
3380 
2596 

F 
n -  

O 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

40 
824 

F+]k 
- 1083 
- 1 1 5 8  

-1245 
- 1273 
-1260 
- 1 2 2 1  

- 1 1 6 7  

- 1104 
-1037 
-969 
-903 

n ÷ 

3354 
3353 
3337 
3329 
3312 
3291 
3218 
3057 
2781 
1969 

1 
n -  

66 
67 
83 
91 

108 
129 
202 
363 
639 

1451 

F+/k 

- 1 1 1 2  

- 1 1 8 5  

-1204 
- 1 1 8 6  

- 1 1 4 5  

-1090 
-1028 
-963 
- 897 
-834 

/ /+  

2944 
2959 
2975 
3003 
3O40 
3084 
3201 
3369 
3209 
2703 

P 
n -  

476 
461 
445 
417 
380 
336 
219 
41 

211 
717 

F J/k 

--741 
--793 
-- 807 
--796 
-- 770 
--734 
- -  692 
- -  648 
- -  605 
-- 562 
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F+/k, contribution des seuls Bk positifs h l'6nergie 
libre ~t 0 °K calcul6e comme il sera dit plus loin. F + est 
6gale b. l'6nergie libre F(0, a) lorsque tous les Bk sont 
positifs. Elle el1 donne une valeur approch6e quand le 
nombre de Bk n6gatifs est petit. 

Afin de rendre plus ais6e la comparaison des r6sultats 
relatifs aux diff6rents r6seaux, on a port6 non pas la 
valeur de X elle-m~me, mais l'6cart AX de part et d'autre 
de la valeur pour laquelle F + est minimum. 

On remarque que, seul des trois r6seaux, le r6seau 
F, r6seau r6el du krypton, poss~de un domaine de sta- 
bilit6 m6canique. L'6nergie libre F(O,a), 6gale ici ~t 
F +, passe par un minimum pour une valeur de X in- 
cluse dans ce domaine. Pour les r6seaux P e t  I l'6qui- 
libre reste instable. De plus, F + est toujours plus grand 
que pour F. 

Dans la suite, on se limite au r6seau F. 

Le spectre de fr~quenees en fonction de a (r~seau F) 

Lorsqu'ils sont positifs les Bk(a) sont proportionnels au 
carr6 des fr6quences ogq(k, a) (q= 1,2,3). Comme les 
fr6quences elles-m~mes, le spectre g(co, a) d6pend de a. 

La Fig. 1 donne les fonctions g(og, a) pour trois valeurs 
de a, toutes inf6rieures h la valeur limite aL de la maille. 
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Fig. 2. Energie libre F(T, a)/k par  a tome  en °K, k ryp ton  r6seau 
F. Dimens ion  de la maille-a=XRxl/2; Dimens ion  de la 
maille ~t 0 ° K - a ( 0 ) = 0 , 9 8 0  Rtl/2, Valeur limite de a - aL=  
1,095 R11/2. Sur la Figure  l '6cart entre  les courbes  n'est pas 
respect& 

On remarque que le spectre se r&r6cit et glisse vers 
les basses fr6quences lorsque a augmente. 

Calcul de l'~nergie iibre. Evolution du cristal en fonction 
de la temperature (r~seau F) 

La mise en ~vidence d'une valeur limite aL de la maille 
r6sulte de la seule analyse math6matique de la fonction 
6nergie potentielle ¢p. On se propose maintenant d'exa- 
miner si cette limite peut ~tre atteinte sous l'effet de la 
dilatation thermique. 

On suppose donc le cristal port6 b. une temp6rature 
T et on cherche b. d6terminer la dimension r6elle a(T) 
de la maille ~. cette temp6rature. Pour cela, on calcule 
l'6nergie libre F(a, T) fonction des deux variables ind6- 
pendantes a et T. Cette fonction s'identifie pratique- 
ment avec l'6nergie libre fonction des deux variables 
ind6pendantes T et V, temp6rature et volume. Puis, 
pour T fix6e, on cherche si il existe une valeur de a pour 
laquelle F est minimum. Si cette valeur existe, on 
l'identifie b. a(T). 

Le principe de ce calcul, en soi assez 6vident, a 6t6 
expos6 en particulier par Leibfried (1965) et Leibfried 
& Ludwig (1961). 

Dans le calcul de F(a, T), on se limite au deuxi~me 
ordre dans le d6veloppement de 9. Cependant, comme 
a varie, on tient compte en partie des effets d'anharmo- 
nicit6. C'est l 'approximation quasi-harmonique. 

Puisque a varie, il faut retenir le premier terme du 
d6veloppement de q, d'o~ l'expression de l'6nergie 
libre: 

{ ho)q(k,a) } 2kT F(a, T) = q~(a) + kT ~ log 2sh . 

Le calcul de F(a, T) ne pr6sente aucune difficult6 d~s 
lors que l'on connait les a)~(k, a) ou la fonction g(co, a). 
Les calculs sont faits de cinq en cinq degr6s K entre 
0 et 200 °K et pour 40 valeurs de a dont 34 sont inf6ri- 
eures ~t aL. Le temps n6cessaire pour l'ensemble de ces 
calculs sur ordinateur IBM 370 est de l'ordre de la 
minute. 

Sur la Fig. 2 sont port6es quelques-unes des courbes 
obtenues. L'6nergie libre est exprim6e en F/k par 
atome. 

Deux m6thodes de sommation ont 6t6 utilis6es. Pour 
T=O°K les og~(k, a) sont prises une b. une, tandis que 
pour T-#0°K, on a fait appel h la fonction g(ag, a), 
les fr6quences 6tant regroup6es en 256 valeurs. Cette 
m6thode moins pr6cise a 6t6 adopt6e pour r6duire le 
temps de calcul. La comparaison des r6sultats obtenus 
permet d'estimer l'erreur commise sur F lorsqu'on 
emploie la m&hode approch6e au lieu de la m6thode 
exacte. L'erreur relative est d'environ 10 -3. 

Pour ne pas surcharger la figure, on n'a pas trac6 les 
courbes pour T< 70°K. Elles ont toutes l'allure de pa- 
raboles avec un minimum bien marqu6. La valeur de 
la maille a(T) augmente r6guli~rement de 0,98 R~I/2 
pour T= 0°K b. 1,005 R~I/2 pour T=  65 °K. 

A partir de T=70°K,  on note un changement ira- 

A C 30A - 1" 
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portant de la forme des courbes. Un deuxi6me point 5. 
d6riv6e nulle apparaR qui est cette fois un maximum. 
La courbe atteint la fronti6re du domaine de stabilit6 
m6canique en d6croissant. L'6cart des valeurs de F 
entre le minimum et le maximum diminue lorsque T 
augmente, et s'annule 5. T= 100°K. Au dels., la courbe 
est constamment d6croissante. 

Pour T< 85 °K, la valeur de F(T, aL), valeur de F sur 
la fronti6re du domaine de stabilit6 m6canique, reste 
sup6rieure 5. la valeur atteinte au premier point ~t 
d6riv6e nulle, minimum qui d6finit a(T). 

Pour T> 90°K, c'est sur la fronti~re que F atteint sa 
plus petite valeur. On peut aussi noter que a(T) con- 
tinue d'augmenter avec T et vaut 1,025 R~ 1/2 5. 95 °K. 

Les courbes n'ont pas 6t6 prolong6es au-dels, de la 
fronti~re d6finie par l'apparition de Bk(a) n6gatifs. En 
reportant les valeurs calcul6es, on verrait une remont6e 
trbs rapide des courbes qui traduit simplement le fait 
que seuls les B,, positifs ont 6t6 retenus. 

De m~me que la stabilit6 d'un 6quilibre m6canique 
est li6e ~. l'existence d'un minimum de l'6nergie poten- 
tielle, la stabilit6 d'un 6quilibre thermodynamique d6- 
pend des minimums possibles d'un potentiel thermo- 
dynamique dont le choix est impos6 par les variables 
ind6pendantes du syst6me. Lorsque les variables ind6- 
pendantes sont la temp6rature et le volume, c'est l'6ner- 
gie libre que tient ce r61e. 

L'interpr6tation du r6seau de courbes est alors tout- 
~.-fait simple. A basse temp6rature, on constate l'exi- 
stence d'un 6quilibre stable qui subsiste tant que T 
reste inf6rieure 5. 85°K. Entre 85 et 90°K, cet 6qui- 
libre devient m6tastable, en raison de l'apparition de 
points d'6nergie libre plus basse sur la fronti6re. L'6tat 
m6tastable s'efface progressivement et disparaR com- 
pl&ement au-dessus de 100°K. Cette temp6rature 
marque donc la limite extreme d'existence du solide. 
Mais le solide peut disparaRre avant, en fait d6s que 
l'6quilibre devient m6tastable. 

Ce calcul avait 6t6 entrepris dans le but de mettre 5. 
l'6preuve sur un cas assez simple des formules &ablies 
pour des cas plus g6n6raux. Les motifs qui ont fait 
choisir le krypton sont de deux sortes: 

- le potentiel d'interaction de deux atomes est assez 
bien connu et ne d6pend que de la distance, ce qui est 
une simplification notable bien qu'elle ne soit pas im- 
p6rative; 

- le motif cristallin ne comporte qu'un atome. 
Ceci permet d'obtenir les Bk sous une forme ana- 

lytique assez simple pour qu'il soit possible de pr6voir 
leur changement de signe lorsque a augmente, change- 
ment qui n'est pas a priori 6vident. On peut donc 6crire 
le programme en cons6quence et s'assurer qu'il ne 
s'agit pas d'une simple erreur de calcul. Ce recoupe- 

ment n'est pas superflu puisque l'existence de Bk n6ga- 
tifs entraine l'instabilit6 m6canique du cristal e t a  donc 
des cons6quences physiques profondes. 

La valeur de la maille pour laquelle cette instabilit6 
apparait laisse penser que ce ph6nom6ne n'est pas 
6tranger au m6canisme de la fusion. Le caleul de m6- 
canique statistique renforce cette opinion en montrant 
que la limite de stabilit6 peut ~tre atteinte 5. des tem- 
p6ratures comparables 5. la temp6rature de fusion 
(117°K pour le krypton). 

L'approximation quasi-harmonique que l'on a utili- 
s6e n'a pas que l'avantage d'&re ais6ment manipulable. 
Elle traduit aussi tr6s correctement une hypoth~se 
physique: l'amplitude de vibration des atomes autour 
de leur position d'6quilibre reste petite 5. toute tem- 
p6rature, les positions d'6quilibre variant elles-m~mes 
avec la temp6rature. 

Le cristal peut disparaitre parce que sous l'effet de la 
dilatation thermique il atteint la zone d'instabilit6 m6ca- 
nique, sans que les atomes s'6cartent jamais beaucoup 
de leur position d'6quilibre. 

Les conclusions que nous avons pr6sent6es sont 
tr6s largement qualitatives. On peut tout de m~me soulig- 
ner que les grands traits du r6seau des courbes F(T, a) ont 
6t6 constamment retrouv6s au cours des calculs effectu6s 
qui ont couvert une grande vari6t6 de donn6es num6ri- 
ques. On peut aussi penser que ces propri6t6s de l'6ner- 
gie libre ne sont pas sp6cifiques 5. l'approximation 
quasi-harmonique mais qu'un r6seau de courbes ana- 
logues apparakrait 6galement 5. la suite de calculs plus 
61abor6s, tenant mieux compte des effets d'anharmo- 
nick& I1 y aurait donc lieu d'en faire une analyse plus 
approfondie du point de vue de la stabilit6 thermodyna- 
mique intrins~que de la phase solide. 

On a v6rifi6 que diverses grandeurs calcul6es 5. partir 
de F(T,a)-  chaleur sp6cifique et a(T)-  se comparaient 
bien aux valeurs exp6rimentales, mais seulement pour 
s'assurer de la vraisemblance des r6sultats. Une dis- 
cussion plus pouss6e mettrait en cause 5. la fois le choix 
du potentiel et l'approximation utilis6e; Pollack (1964); 
Losee & Simmons (1968.) 
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